Liibres

En aquest nimero de SCM /Noticies incloem dos articles on es comenten llibres pero, alhora, els

autors hi aporten moltes idees interessants.

Al SCM/Noticies/4 varem publicar un article de Josep Pla i Carrera on convidava tothom a
collaborar en successius nimeros de la revista i difondre una biblioteca de textos d’epistemologia,
historia i didactica de les matematiques. Ell mateix continua avui amb la linia de treball que s’havia

marcat.

L’altre article es pot considerar part d’aquesta colaboracié i és una traduccid, convenientment
autoritzada per l'autor, d’un article que Morris W. Hirsch va publicar al butlleti de PAMS. Es
comenta un llibre de Penelope Maddy, en qué es defensa la realitat plena dels objectes matematics.

La cresta del pavo real

The Crest of the Peackock: Non-European Roots of Mathemaitics
GreORGE CHERVERGHESE JOSEPH. 1. B. Tauris. Londres, 1991

La cresta del pavo real. Las Matemdticas y sus raices no europeas

Traduccid al castella de Jacobo Cédrdenas
Ediciones Pirdmide, SA. Madrid, 1996

Article de JosEP PrLa 1 CARRERA
Facultat de Matematiques
Universitat de Barcelona

Es forca corrent defensar que la cultura oc-
cidental s’ha forjat a partir de la Grécia clas-
sica 1 que, de fet, I'Imperi roma en selecciona
el millor de la filosofia, la retorica, la literatura
i Part, i fins i tot de la ciéncia, ’arquitectura
i P'enginyeria. Aquesta posicid classicitzant
s’estén amb naturalitat a la matemaética, com
podem veure llegint els fragments segiients:

La histdria de les matematiques no pot remuntar-
se amb certesa a cap escola o periode anterior al
dels grecs jonics. [Rouse BaLL, W. W., A
Short Account of the History of Mathematics,
1008, 1]

[Els matematics] finalment es van assegurar un
domini nou sobre la vida en el terreny altament
favorable de Grécia, i durant un temps curt van
créixer amb forca... Amb la caiguda de la civi-
litzacidé grega, la planta va romandre en estat la-
tent durant mil anys. .. fins que fou trasplantada
a Europa en un sol fertil. [KLINE, M., Mathe-
matics in Western Culture, 1953, p. 9-10.]

En contrast amb aquestes opinions, al text de
E. T. BeLL, The Development of Mathema-
tics, 1940, edicié castellana de 1985, p. 25-26,
hi podem llegir:

Una divisié convencional de {'escala del temps se-

para la histdria de la matematica en set periodes:

1. Des de I'antiguitat més remota a les antigues
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Babilénia i Egipte.
2. La contribucié grega, des del 600 aC fins el

300 dC
3. Els pobles orientals i semitics —indi, xinés,
musulma, jueu, etc.-— abracen un periode que
comenca forca abans del 600 aC i s'acaba al se-
gle X1v.

4. L'Europa del Renaixement i la Reforma, que
cobreix els segles XV i XvL

5. Els segles xvii i XvIIL

6. El segle x1x.

7. El segle xx.

Agquesta divisié segueix el desenvolupament ge-
neral de la civilitzacié occidental i el seu deute
amb el Proxim Orient d'una manera molt vaga.

Val a dir que és dificil de seguir amb detall la
influéncia sobre Occident de la matematica del
tercer periode, perd també és cert que és inne-
gable. Aquesta opinié és antiga, com posen
de manifest les paraules, escrites ’any 662 pel
bisbe nestorid SEVERUS SEBOKHT, procedent
de Kenehra, la part alta de 'Eufrates:

Ometre tota mena de discussié sobre la ciéncia
dels indis, un poble diferent dels assiris, sobre
els seus descobriments utilissims en astronomia,
molt més enginyosos que no pas els dels grecs i
els dels babilonis, i també sobre els seus métodes
de caleul, absolutament valuosissims, que sobre-
passen qualsevol descripcid. Només vull dir que
aquests calculs es fan en base a nou simbols. Si



els qui creuen que, pel fet de parlar en grec, han
assolit els limits de la ciéncia, llegissin els textos
que he esmentat, potser es convencerien, encara
que fos una mica tard, que existeixen d'altres per-
sones que també coneixen coses meravelloses.

Aquesta idea, conéixer les coses meravelloses
que, en matematica, sabien els pobles que no
sén de cultura, ni d’influéncia grega, és el que
ens proposa GEORGE GHERVERGHESE JOSEPH
a La cresta del pavo real.

Ens podem preguntar, és ben licit, quin
interés pot tenir aquesta lectura i aquesta pre-
sentacié alternativa de la matematica. La res-
posta és triple.

D’una banda, per a una millor compren-
si6 de la cultura matematica occidental, per-
qué ajuda a entendre com Occident va acon-
seguir superar ’época fosca. Mentre Europa,
anorreats el pensament i la cultura de la Gré-
cia pagana, dorm en un son profund, en el qual
les ciéncies s’obliden, i entre elles les matema-
tiques, d’altres pobles més o menys allunyats
d’Occident, les mantenen vives, i ho fan amb
un gran poder creador que fa que creixin i es
desenvolupin amb forca.

D’una altra, en certs paisos d’Europa, on
la immigracié ha crescut molt fortament en els
darrers anys, hom cerca arrels culturals de les
étnies i cultures minoritaries, a fi d’introduir
els ensenyaments d’acord amb les arrels cultu-
rals de cada minoria. Neix aixi el que es coneix
com la multicultural mathematics de la qual, a
la Gran Bretanya, JOSEPH és un dels seus ar-
tifexs més notables. [Vegeu, per exemple, D.
NELSON i d’altres, Multicultural Mathematics.
Oxford University Press, 1993.]

Finalment, pel que fa a Uensenyament de la
matematica a casa nostra, el llibre de JOSEPH
mostra de quina manera es van plantejar —i de
quina manera es van resoldre— moltes qiiesti-
ons que es troben en els programes de ’ESO
i del batxillerat. A més, les resolucions que
aquests pobles van trobar sén, en general, senzi-
lles i elegants, i poden ser motivadores pels nos-
tres estudiants en la mateixa linia que el llibre
Journey through genius de WILLIAM DUNHAM.
John Wiley & Sons. Nova York, 1990. [Hi ha
una traduccié al castellda de JaAcoBo CARDE-
NAS. Ediciones Cédtedra. Madrid, 1992.]

Aquestes tres giiestions sén, de fet, les que
més explicitament o implicita han motivat en
I’autor 'elaboracié del llibre, com manifesta ja

15

des del comengament.

Deixem, pero, de banda aquestes disquisicions
i centrem-nos en els continguts. Sobretot en
aquells que, al meu parer, cal retenir com a
realment importants.

El text comenca amb la matematica més
primitiva. L’art de comptar de I’Africa central,
fent servir ossos. Seguidament viatgem a Sud-
américa, on descobrim els quipus —una paraula
quetzua— propis de la cultura inca. Son cordes
amb nusos, que serveixen per comptar i també
I’abac inca. La cultura maia ens mostra el seu
sistema de numeracid. Es interessant perqué
és posicional en base 20, perd adequat a l'any
solar.

Després ens porta a Egipte. La matema-
tica egfpcia és molt interessant. Els algorismes
de multiplicar i dividir es basen en la possi-
bilitat d’escriure qualsevol nombre natural de
forma tnica en base 2. El métode fraccionari
egipci és molt particular. Les tiniques fraccions
existents son les fraccions unitaries, és a dir,

. 1
les fraccions de la forma —. Permeten resol-

dre els problemes d’algebra,%e primer grau amb
forca generalitat. Hi trobem ja el métode de
falsa posicid, que s’havia atribuit a algebra
arab. Les fonts d’informacié que usa l'autor
sén el papir d’Ahmes o papir Rhind, i els pa-
pirs de Berlin, de Kahun, de Reisner, i de Mos-
cou, i també el rotlle de cuir de la matematica
egipcia. En I'ambit de I'aritmética hi trobem
ja certes progressions aritmetiques i geometri-
ques, que posen de manifest que sabien sumar
els termes de cada una d’elles. El problema
64 del papir Rhind, diu: «Dividir 10 hekats
de cibada entre 10 homes de manera que la di-
feréncia comuna sigui d'un octau de hekat de
cibada». Es molt interessant veure com acon-
segueix resoldre’l I'escrivd. Finalment Joseprn
ens presenta els dos resultats més notables de
la geometria egipcia.

Un és el valor que el papir Rhind [2.000-
1.800 aC] atribueix a la relacié entre el radi al
quadrat i la superficie del cercle,

¥O8

ilaltre I’algorisme correcte per trobar el volum
d’un tronc de piramide de bases quadrades del
papir de Moscou, que és de la mateixa época
que el papir Rhind. Bell ho considera «la més




gran piramide egipcia». Caldra esperar fins a
HERO D'ALEXANDRIA [segle I dC] per retrobar
aquesta expressié. Finalment, amb el problema
10 del papir de Moscou, 'autor posa de mani-
fest "ambigtiitat que comporten, a vegades, les
solucions que es donen.

Seguint aquest passeig per la matematica
del Proxim Orient ens traslladem a Babilonia,
on trobem l’escriptura cuneiforme. Fl sistema
de notacié numeérica és ben sorprenent, sobre-
tot si atenem a la seva antiguitat [~ 3.000 aC].
Es un sistema de numeracié posicional, en base
60, perd que s’expressa usant nomes dos sim-
bols: 1'un —el clau— per a les unitats i ’altre
—1’espiga— per a les desenes. Es un sistema
d’una riquesa increible. Es basa en taules de
multiplicar, i d’inversos, atés que dividir equi-
val a multiplicar per l'invers. El fet de treballar
amb base 60 permet una inversié molt bona.
Aquest sistema es manté a I’Almagest de PTo-
LEMEU, a les taules alfonsines, de finals del segle
X1I, preparades a partir de taules arabs, per or-
dre expressa d’ALFONS X, el Savi. Encara AL-
Kasni, quan al segle XIV déna el valor aproxi-
mat de 27, 'expressa de la forma segiient:

6;16,59,28,1,34,51,46, 15, 50,

on el signe “;” separa la part entera de la part
decimal, i cada una de les “,” separa, expressats
en simbols actuals, els decimals en base 60.

La matematica babilonica és d’una gran ri-
quesa i molt superior a ’egipcia. Coneixien ja
el teorema de Pitagores, com demostra una tau-
leta de la Universitat de Yale, molt original, i
també la Plimpton 322. En aquesta darrera,
hi trobem les secants al quadrat dels angles
que van des de 45° a 30°, baixant de grau en
grau, pero calculats en triangles rectangles pi-
tagorics, és a dir, triangles rectangles de costats
enters tals que, a més, el catet sigui invertible.
JOsEPH 'anomena una «prototrigonometria.
Un altre resultat notable és ’algorisme de reso-
lucié de les equacions de segon grau. Tothom
esta d’acord a creure que I’havien obtingut del
problema geométric segiient: «trobar els cos-
tats d’un rectangle d’area donada del qual es
coneix la suma [o la diferéncia) dels costats».
Suposem, per exemple, que la suma val a i
el producte A. Aleshores resolien el problema
mitjancant la férmula

(a—B8)? = (a+ 0)* —4af = d® - 4A.
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Aquests coneixements els permetien resol-
dre, amb algebra, alguns problemes geomatrics.
També sabien resoldre sistemes d’equacions de
primer i de segon grau amb dues i tres incogni-
tes. Coneixien el teorema de Tales. S’han tro-
bat taules que permeten resoldre, en nombres
enters, certes equacions cibiques de la forma
z3 + 22 = a. Perd potser el problema meés sor-
prenent de tots és el que demana «el temps
que trigard una quantitat de diners a doblar-se
a interés compost del 0;12 (és a dir al 20%)?».
La resposta s’obté per interpolacié lineal, i és
la primera vegada que trobem el calcul d'un
exponent.

La matematica xinesa encara és molt més
desconeguda a Occident. JOSEPH ens porta
agafats de la ma pel sistema de numeracid dels
pals, un sistema de numeracié en base 10, pseu-
doposicional, que només fa servir dos simbols:
“=7 %" Molt vinculat a I'abac, permet efec-
tuar els algorismes de sumar, restar, multipli-
car, dividir, i treure arrels quadrades i cibiques
de forma analoga al’actual. També ens ensenya
que coneixien els nombres fraccionaris, amb els
quals operaven com fem nosaltres. El maneig
algébric —meétode de falsa posicic 1 metode de
doble falsa posicid— els permet usar la diferén-
cia amb una gran naturalitat. Un dels resultats
realment sorprenents és que fan servir matrius
i un algorisme que recorda el meétode de Gauss
per resoldre sistemes d’equacions lineals amb
varies incognites. Sabem també que coneixien
gairebé totes les férmules de calcul d’arees i vo-
lums dels solids geométrics usuals.

Un fet caracteristic de la matematica xi-
nesa és un coneixement for¢a avancat dels qua-
drats magics. En trobem d’ordre 4, d’ordre
51 d’ordre 7, i un algorisme per calcular-los.
Coneixien també perfectament el teorema de
Pitagores i l'usaven per resoldre els proble-
mes del bambi trencat. Esmentem que Liu
Hur [260] fa servir un métode d’exhaucié —
semblant al d’Arquimedes, perd més simple—
per aproximar el nombre 7. Els seus deixe-
bles van arribar a usar poligons regulars de
24.576 costats i van ser els primers a trobar

. . o 355 )
I’aproximaci6 senzilla i acurada 7 = 3 Indi-
quem, per acabar, les troballes més remarcables

de la matematica xinesa: els nombres combina-
toris i el triangle aritmétic, el métode de Horner



per resoldre equacions polindmiques de forma
aproximada, i el famds teorema rineés del roma-
nent.

Des de la Xina l'autor del llibre ens porta
cap a I'India, on la riquesa de la matematica
és també molt notable. Va des de la matema-
tica religiosa dels Sulbasutres, que té com a ob-
jectiu determinar la forma dels altars i la seva
superficie, segons el Déu al qual estava dedicat
1 segons el que es volia obtenir, fins al calcul
geometric de 7 i de les arrels quadrades. De la
matematica india no podem oblidar el sistema
de numeracid indi, posicional amb zero, en base
10. Usa deu xifres, i és el que van adoptar els
matematics de Iislam i que finalment es va im-
posar a Occident, bandejant definitivament els
abacs com a sistema de calcul. Voler fer ara
una sintesi de tota la matematica india és pot-
ser excessiu. Recordem, per exemple, que el
text Bakhshali conté un sistema simbolic per
a ’algebra molt curiés i evolucionat; que conei-
xien perfectament la combinatoria i els nombres
combinatoris, métodes d’extraccié d’arrels qua-
drades, i d’altres qiiestions que ja hem trobat
en d’altres pobles. Com a coneixements parti-
culars cal destacar que sabien resoldre I’equacié
de primer grau az + by = c, i molt més serids
encara, les equacions de Pell:

azzj:c:yg,aa:Q—Fl:yQ,

Van introduir, sense cap mena de dubte,
la trigonometria com una ciéncia matematica
independent de l’astronomia, van calcular tau-
les trigonométriques d’una exactitud enorme, i
van establir férmules que relacionaven les raons
trigonomeétriques. Al segle XvI, MADHAVA va
trobar el desenvolupament en série de ’arc tan-
gent; és a dir, la série de Gregory, que li va per-
metre determinar el valor aproximat segiient:

= 3,14159265359.

També van trobar els desenvolupaments en
série de les funcions sinus i cosinus, avantgant-
se a NEWTON.

Totes aquestes troballes van ser assimilades
pels matematics de I'islam que van portar a Oc-
cident ’algebra i la trigonometria. Van criti-
car el concepte d’irracional grec, i van propo-
sar una aproximacié geométrica equivalent a la
representacié en fraccid continua, a través de
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'aplicacié de ’algorisme d’Fuclides entre quan-
titats no commensurables. Van introduir els
nombres decimals en el sistema decimal indi;
trobaren una expressié per calcular nombres
amics; desenvoluparen moltissim 1’algebra, tot
aplicant-la amb una gran naturalitat a la reso-
lucié de problemes, inclosos els geometrics; els
preocupava la resolucié de la cibica. ‘UMAR
KHuAYYAM, el poeta, Dalgebrista, va donar la
resolucié geométrica de les cibiques. Dissorta-
dament no va encertar amb 'expressi algoris-
mica. AL-KASHI aplica el meétode iteratiu a la
resolucié de la cibica

2% — 0,75z + 0, 013083989 = 0

per tal de fabricar una taula trigonométrica.

El text de JOSEPH és certament un text
d’historia de la matematica, perd és un
d’aquells textos que no solament ens diu que és
el qué es va fer, siné que ens mostra com es va
fer. Es un text ric en continguts, perd senzill en
I'exposicié. Es molt clar. Penso, com ja he indi-
cat, que és un text adequat per a I'ensenyament
secundari perqué conté moltes de les qiiestions
que s’aprenen en aquesta etapa de la formacié.

Per acabar voldria fer notar ’enorme dife-
rencia que hi ha entre la manera de fer mate-
matica oriental i la manera de fer matematica
grega. A Grécia el que importa és el rigor. Tot
s’ha d’establir segons a uns fonaments solids.
El calcul és totalment secundari. No disposen
d’un sistema de numeracié gaire agil i la logfs-
tica es fa usant abacs. En canvi, a la mate-
matica oriental el que Pimporta és el calcul, el
joc amb les quantitats concretes. Aixo fa que,
en aquesta matematica, els sistemes de numera-
ci6 siguin molt elaborats i disposin d’algorismes
realment dtils. En canvi, la geometria, a dife-
réncia de Grécia, és una part de 1’algebra o del
calcul amb nombres enters, fraccionaris o irraci-
onals. Sera la simbiosi d’aquestes dues cultures
i de dues formes de pensar —la grega i l’oriental
transmeses pels matematics islamics— el que,
a partir del segle x1v, transformara Occident.
Els grans astronoms disposaran de mitjans teod-
rics, perd també d’eines de célcul prou potents
per poder establir les primeres lleis de la na-
turalesa, a partir de les dades observacionals.
D’aquestes al calcul diferencial i integral hi ha
un pas.




El realisme en les matematiques

Realism in mathematics

PeNeELoPE MaDDY. Oxford University Press, London, 1993, ix + 204 p.

Article de Morris W. HIRSCH
University of California, Berkeley

BULLETIN (new series) OF THE AMERICAN MATHEMATICAL

Volum 32. Ndmero 1. Gener de 1995

Traduccié d’ANTONI GOMA
IES Joanot Martorell, Esplugues

1. El realisme en les matematiques

Les matematiques sempre han vorejat perillo-
sament les platges de la metafisica. [S. G.
SHANKE.]

Des del moment en qué les proposicions de les
matematiques es refereixen a la realitat, ja no
son certes; i des del moment en qué sén certes,
no es refereixen a la realitat. [EINSTEIN.]

La realitat és solament un altre model. [D’un
grafit. Evans Hall, Berkeley.]

Quan treballem com a matematics, dedi-
quem poc temps a treure conclusions filosofi-
ques. Ens estimem més tirar endavant la feina
que no pas malgastar el nostre temps especu-
lant sobre el que significa. Tanmateix, no és
ben cert que cadascun de nosaltres, en algun
moment, ha desitjat saber exactament —encara
que només sigui per rebutjar la pregunta com a
una cosa sense sentit o massa dificil— qué sén
les matematiques?

Queé sén els nombres? Qué és la veritat ma-
tematica? En quin sentit podem dir que exis-
teix el ndmero 3, o bé 7, o bé 28?7 Si no hi
hagués vida a l'univers, existirien els nombres?
Encara seria valid el teorema dels nombres pri-
mers? Podem dir definitivament que la hipotesi
del continu és certa o bé falsa?

Penelope Maddy, professora de filosofia a la
Universitat de California, a Irvine, diu en la
seva introduccié:

Tot i que els matematics tenen a ’abast un
ampli ventall de veritats matematiques allunya-
des de la majoria de la gent, sovint a ’hora
d’explicar la natura d’aquestes veritats tendei-
xen a emprar el sentit comu immaculat. Es ve-
uen a ells mateixos 1 als seus collegues com a
investigadors que descobreixen les propietats de
diversos i fascinants compartiments de la reali-
tat matematica: els afeccionats a la teoria de
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nombres estudien els enters, els gedmetres es-
tudien determinats espais, els tedrics dels grups
‘estudien els grups, els teorics dels conjunts es-
tudien els conjunts, i aixi successivament.

Maddy fa referéncia a aquesta actitud de
sentit comd com a «realisme prefilosoficy:
les matematiques com a ciéncia tracten amb
certes entitats —nombres, conjunts, funcions,
etcétera— que realment existeixen, de la ma-
teixa manera que les ciéncies fisiques estudien
els objectes fisics habituals; i per tant, com que
les proposicions matematiques parlen de la rea-
litat, es pot decidir si sén certes o falses.

El problema amb aquesta actitud planera,
com constata Maddy, és que intenta explicar-se
tot endinsant-se en camins perillosos. Qué sén
i on sén aquests objectes abstractes? Si, com
diu Platé, no es poden situar ni en ’espai ni en
el temps, llavors, com podem saber-ne res?

Quan s’enfronten amb aquests trencaclos-
ques filosofics, molts matematics es reclouen
en un formalisme nihilista —«només ens dedi-
quem a jocs sense cap significat amb simbols
buits de contingut»-— perd cap de nosaltres
s’ho creu realment.

Aquesta «doble-visié» no provoca preocu-
pacions entre els matematics, perd un fildosof no
la pot pas acceptar. L’objectiu de Maddy és
«desenvolupar i defensar una versié de ’actitud
‘prefilosofica’ dels matematics». El proposit del
llibre que comentem és justificar el realisme ma-
tematic.

El platonisme creu en Pexisténcia objectiva
de les entitats matematiques. Perd la posicié
de Maddy resta allunyada del platonisme en el
seu sentit estricte, és a dir, que els objectes ma-
tematics sén formes ideals fora de espai fisic i
del temps, eterns i invariables, 1 que les veritats
matematiques sén a priori certes i necessaries.
Ben al contrari, ella justifica I'existéncia objec-
tiva dels conceptes matematics en l'intima rela-



cié entre les matematiques i les altres ciéncies:
atés que la fisica treballa sobre coses reals i les
matematiques sén imprescindibles per al desen-
volupament de la fisica, es desprén que les ma-
tematiques també treballen sobre coses reals. I,
encara més: assolim el coneixement de la reali-
tat matematica, per exemple dels conjunts, di-
rectament amb les nostres neurones.

2. El realisme cientific

Entia non sunt multiplicanda prater necessita-
tem ® [GUILLEM D’OcCCAM]

Després de tenir serioses discussions amb
el formalisme, el logicisme i el convenciona-
lisme i passar per alt lintuicionisme, perqué
«la tasca del filosof de les matematiques és
descriure i explicar matematiques, no reformar-
les», Maddy adopta el realisme matematic.
Per justificar-lo es basa en el realisme cien-
tific de W. V. O. Quine i la seva epistemo-
logia naturalista. Com justifiquem la nostra
fe en l'existéncia d’objectes esotérics i no ob-
servables, com és ara quarks o electrons o la
temperatura de Pluté? Com és que creiem en
I'existéncia objectiva dels objectes fisics? Per-
que aitals suposicions formen part de la ciéncia,
que és la millor manera que tenim d’entendre
el mén fisic i «formar part de la nostra millor
teoria és la millor justificacié que podem tenir
per estar convenguts d’una cosa... quina mi-
Hor justificacié podrfem trobar per creure en
les afirmacions més ben confirmades de la nos-
tra millor teoria cientifica que el fet que real-
ment son les afirmacions més ben confirmades
de la nostra millor teoria cientifica?»

Tanmateix, fins i tot si acceptem el realis-
me cientific per passar d’aquf a justificar el re-
alisme matematic fa falta un lligam entre la
ciencia fisica i les matematiques. En aquest
punt Maddy manlleva de Quine i Hilary Put-
nam un argument d’«indispensabilitat»: com
que la ciéncia és inconcebible sense les mate-
matiques, «estem sotmesos a l’existéncia dels
objectes matematics perqué sén indispensables
per desenvolupar la nostra millor teoria sobre
I'univers i estem convenguts que volem accep-
tar aquesta teoria».

Maddy indica que el platonisme im-
plicit en l’argument d’indispensabilitat de

5

En llatif a Voriginal.
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Quine/Putnam és forca diferent del de Plats. Si
bé Platé considera a priori que el coneixement
matematic és evident i necessari, el punt de
vista de Quine/Putnam no porta pas a aquestes
conclusions: Siles matematiques sén objectives
perqué estan encaixades en la teoria cientifica,
dificilment poden ser considerades a prior:; i
aix6 déna poc suport a l’evidéncia o a la neces-
sitat.

Ara bé, un problema més serids és que
'argument de Quine/Putnam s’aplica tnica-
ment a la part de les matematiques que s’empra
en altres ciéncies; no diu res sobre les «mate-
méfciqués no aplicades», aquelles que no sem-
blen a primera vista indispensables per a la fi-
sica. Quine accepta com a objectiva «només
aquella part de les matematiques que cal per al
desenvolupament de les ciéncies empiriques»,

juntament amb coses com és ara «ramificaci-

ons transfinites» que «apareixen quan es va per
una drecera». Tanmateix, ’actitud dels mate-
matics, diu Maddy, «no és pas la de pensar que
trobaran la justificacié de les seves preocupaci-
ons en l'activitat dels laboratoris». Tenim les
nostres propies maneres de justificar els nostres
meétodes i les conclusions que traiem, incloses
les demostracions, l’evidéncia intuitiva, els ar-
guments de plausibilitat i les defenses d’altres
arguments en termes de les seves conseqiiéncies.

Més endavant, Maddy objecta que les mate-
matiques jutificades per Quine/Putnam nomeés
consideren la teoritzacid cientifica en aquells ni-
vells teorics que els convenen. No necessitem
pas la fisica per justificar que «2 + 2 = 4»
o bé que «la unié del conjunt dels nombres
parells amb el conjunt dels nombres senars és
el conjunt de tots els nombres». Tal com diu
Charles Parson, la doctrina de Quine/Putnam
«deixa sense explicacié precisament ‘obvietat
de les matematiques elementals».

En aquest punt Maddy demana ajuda a
Kurt Godel; segons aquest els axiomes més ele-
mentals de la teoria de conjunts «ens forcen per
si mateixos a creure que sén correctes». Citem

Godel:

La logica i les matematiques (exactament igual
que la fisica) es basen en axiomes amb contingut
real que no poden ser «explicats des de fora»...
Tant justificades com podem trobar les hipote-
sis d’existéncia dels cossos fisics ho poden ser les




suposicions [sobre conjunts| i d’aqui es despre-
nen raons suficients per creure en la seva exis-
téncia. Els conjunts sén necessaris per a obtenir
un marc de treball satisfactori per a les mate-
matiques en el mateix sentit que els cossos {Isics
sén necessaris per a una teoria satisfactoria so-
bre les percepcions dels nostres sentits.

Ara bé, Godel objectivava adhuc les veri-
tats matematiques no intuitives, semblantment
a les assercions de la fisica sobre objectes no
observables. Pel que fa a la manera com es pot
justificar un nou axioma, postulava que fins i
tot en cas que ja hagin perdut tot punt d’intui-
tivitat, podem decidir acceptar-los com a valids
per les mateixes raons que acceptem una teo-
ria fisica ben establerta: perqué serveixen per a
demostrar conseqiiéncies comprovables, obtenir
nous resultats i iluminar-ne de vells.

Combinant les idees de Quine/Putnam i
Godel, Maddy arriba al platonisme de compro-
mis:

Aquest compromis adopta del punt de vista de
Quine/Putnam el paper central dels arguments
d’indispensabilitat; de Godel pren el reconei-
xement de les formes purament matematiques
d’evidéncia 1 la responsabilitat d’explicar-les.
D’aquesta manera esquiva el punt més diffcil
d’acceptar de Quine/Putnam —la seva falta de
fe en la practica matematica— 1 també la ma-
xima dificultat del godelisme —la seva manca
d’argument potent per la veritat de les mate-
matiques.

Tanmateix, encara hi ha una anella dela ca-
dena perduda. Sila « intuicié matematica» ha
de ser la base d’una epistemologia de les mate-
matiques, com la percepcid ho és per a la fisica,
en necessitem una teoria. Es ben cert que conei-
xem un munt de coses pel que fa als origens
biologics de les nostres capacitats de percepcid
—vperd d’on vé la intuicié matematica?

3. Las bases neurologiques de la intuicié
matematica

La intuicié implica el fet de copsar la intencié o
el sentit o I'estructura d'un problema sense inter-
vencié explicita de I'aparell analitic que cadasci
pot fer servir. Es la intuicié la que planteja ra-
pidament hipdtesis i la que provoca interessants
confrontacions d'idees abans de saber la seva va-

lua. Precedeix la demostracid: evidentment, és

[
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alld que en les técniques d'analisi i demostracié
es coneix com a prova i error. [J. S. BRUNER]

Després de tot, una teoria matematica que ha
esdevingut la base d'un sisterna cientific potent |
reeixit, que inclou un gran nombre d'observacions
empiriques importants, no s'ha d'acceptar pas
tinicament pel fet que sigui «intuitiva» .. [Hi-
LARY PUTNAM]

El segon dels cinc capitols del llibre és « Per-
cepcidé i intuicié». La pregunta principal és
aquesta: si per al platonisme tradicional els ob-
jectes matematics sén abstractes, llavors, com
ens iés possible arribar a saber-ne res? En
aquest punt es canvia l’aspecte del problema
des de l'ontologia —quines entitats matemati-
ques existeixen?— a I’epistemologia —com po-
dem arribar a establir les veritats matemati-
ques?. «El platonista encara ens deu una expli-
cacié de com i per qué les opinions de Solovay
sobre conjunts sén indicadors fidedignes del que
veritablement sén els conjunts.»

Maddy cita el nominalista® Hartry Field,
que nega que les matematiques siguin indis-
pensables per a la fisica. D’acord amb el
platonisme estricte, les entitats matematiques
no tenen cap relacié espacio-temporal ni cap
contacte ffsic amb nosaltres ni amb cap ob-
jecte que poguem observar; sén autosuficients
pel que fa al significat i al llenguatge. Essent
aixi, pregunta Field, com és que «les nostres
intuicions poden reflectir tan bé la realitat so-
bre aquestes entitats remotes?... En principi
sembla impossible ezplicar aizo, 1 per tant es
tendeix a boicotejar la fe en les entitats ma-
tematiques malgrat qualsevol rad que poguem
tenir per creure-hi...»

En comptes de la caracteritzacié «sense pa-
raules» dels objectes matematics que aporta el
platonisme estricte, Maddy promet «portar-los
al mén que coneixem i en contacte amb el nos-
tre habitual aparell cognitiu».

Segueix una llarga digressié sobre filosofia,
psicologia i neurologia de la percepcié, adrecada
a justificar la seva proposicié principal, a saber,
que «podem percebre i percebem conjunts; la
nostra habilitat per fer-ho es desenvolupa prac-
ticament de la mateixa manera que la que ens
porta a percebre els objectes fisics». Com a
fonament fisiologic de la percepcié, Maddy es
refia totalment de les especulacions neurologi-

Un nominalista no creu en existéncia objectiva de les entitats matematiques.




ques de D. Hebb en el seu llibre L ’organitzacio
del comportament [1949]. Hebb suggereix que
I’aprenentatge, la memoria, el reconeixement de
models i d’altres tasques cognitives s’assoleixen
mitjancant una modificacié de estructura del
sistema nerviés. En un passatge prou conegut,
afirma:

Quan PPaxon d’una célula A esta suficientment a
prop per a excitar una célula B i repetidament o
persistent i envia descarregues, es produeix un
procés d’increment del canvi metabdlic en una
o en ambues céllules de manera que augmenta
Peficiéncia d’A, pel fet de ser una de les céllules
que activava B.

Hebb suggereix que en resulta la formacié
d’'una assemblea de céllules, un conjunt de neu-
rones interconnectat i autoenfortit. Per la seva
capacitat a respondre eficagment en el futur als
mateixos estimuls que han provocat originari-
ament la seva formacid, ’assemblea de céllules
constitueix una representacio en el sistema ner-
viés d’una part del mén exterior. Les percepci-
ons complexes i les reflexions corresponen a —o,
simplement, sén— ’activitat simultania de les
assemblees multicellulars.

Hebb també suggereix que les assemblees
cellulars s’organitzen en agrupacions d’ordre
superior. Maddy proposa que en el nostre sis-
tema nervids hi ha assemblees cellulars d’ordre
superior que corresponen a conjunts particulars
mentre que una agrupacié d’un ordre molt més
elevat correspon a la nostra nocié general de
conjunt:

Aquesta estructura cellular a la qual corres-
pon la idea general de conjunt és, llavors, la
responsable de les diverses idees intuitives so-
bre conjunts, per exemple, que en ells podem
trobar-hi les propietats dels nombres, el fet que
aquestes propietats numeériques no canvien quan
els elements sén modificats ... I aquestes intuici-
ons sén subjacents als axiomes basics de la nos-
tra teoria cientifica de conjunts.

Aquests sén els fonaments epistemologics
del «realisme de la teoria de conjunts» que
proposa Maddy. D’acord amb aquest punt de
vista, els nostres conceptes i convenciments so-
bre conjunts no provenen pas de les formes ide-
als de Plat¢ per alguna via que no podem com-
prendre, sind que resulten d’alguns esdeveni-
ments fisics —canvis en les sinapsis i el desen-
volupament de dreceres en el sistema nerviés.
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Ella suggereix consideracions analogues pel que
fa a rectes, corbes i d’altres estructures geome-
triques.

4. Els nombres

Em sembla que els nombres enters tenen existén-
cia real fora de nosaltres i aixd se'ns imposa amb
la mateixa necessitat predeterminada que el sodi
o el potasi. [C.HERMITE]

Qué &s un nombre, que un home pot saber-ho, i
qué és un home, que pot saber qué & un nom-
bré? [WARREN McCULLOCH]

En el capitol 3, Maddy para atencié en els
nombres. Es habitual en els tractaments for-
mals de la teoria de conjunts identificar els nom-
bres amb determinats conjunts. Aixi, Zermelo
identifica els nombres naturals amb la successié
0, 0,0, ...,1 von Neumann els presenta com 0, 0,
0,0, ... Es que no hi pot haver una altra manera
que poguem preferir? Tal vegada no és possible
amb finalitats matematiques. Perd si no hi ha
una eleccié natural, llavors cap eleccié podra
oferir una fonamentacié filosdfica satisfactoria
per al concepte de nombre. Per exemple, les
dues successions tenen propietats diferents des
del punt de vista tedrico conjuntista: cadascun
dels nombres de Zermelo excepte el primer és
un singleté” i no és pas aixi per a von Neu-
mann. Es pot objectar que aitals propietats
d’aquestes successions sén supérflues —aixo és,
precisament, el problema filosofic: com és que
els nombres poden tenir propietats supeérflues?
Algunes consideracions del mateix caire sugge-
reixen que, de fet, tampoc no caldra identificar
els nombres reals amb conjunts.

Aquest argument, propi de Benecerraf, ten-
deix darrerament a dir no solament que els
nombres no sén conjunts, sind que no sén objec-
tes de cap tipus, justament perqué els objectes
perden la universalitat que els nombres han de
tenir.

Frege considera que els nombres sén concep-
tes, pero6 Maddy hi argumenta en contra. I
aixi, mentre Cantor pensa que els nombres na-
turals sén entitats diferenciades, a partir d’una
«abstraccié» dels conjunts, i Dedekind diu que
els nombres reals s’«associen» a tallaments,
Maddy els objecta que no expliquen aquests
processos d’abstraccié o d’associacié.

mot no inclés al diccionari de PIEC perd si al de ’Enciclopédia.




Tanmateix, el realisme necessita que els
nombres siguin quelcom. La solucié de Maddy
és que els nombres son propietats dels conjunis.
Aixi com la massa, per exemple, és una de
les propietats dels cossos que s’estudia en fi-
sica, el «nombre» és una de les propietats dels
conjunts que s’estudia en matematiques. De la
mateixa manera que els objectes fisics sén com-
parables en termes de la massa, aix{ els conjunts
sén comparables en termes de nombres:

Els ordinals de von Neumann sén dnicament un
instrument de mesura mitjancant el qual podem
comparar els conjunts pel que fa a la mida nume-
rica. Aprenem coses dels nombres mentre apre-
nem coses dels ordinals de von Neumann per-
queé aquests formen una successié candnica que
exemplifica les propietats que tenen els nombres.
La tria entre els ordinals de von Neumann i els
de Zermelo no és res més que l'eleccié d’un regle
o un altre de diferent, en el ben entés que tots
dos mesuren en metres.

Si els nombres naturals sén propietats dels
conjunts, qué sén els nombres reals? La res-
posta de Maddy no és tan perspicua. Primer
de tot ella assegura que la pregunta Qué son
els nombres reals no és tan aniloga a Qué sdn
els nombres naturals com podria semblar a pri-
mera vista. | ho diu perqué aixi com els dos
models comentats dels nombres naturals tenen
diferents propietats tedrico conjuntistes, ni que
siguin supérflues,

hi ha una unica propietat subjacent a totes
les diferents presentacions dels reals mitjancant
conjunts teodrics, una unica propietat compar-
tida pels aparells particulars de mesura, per di-
versos que siguin, a saber, la continuitat. Es aixi
que si hi ha una resposta escaient a «qué sén els
reals» .. llavors la resposta escaient és: els nom-
bres reals sdn la propietat de continuitat.

Hem d’admetre que «aixd sona estrany» i
forca diferent a la conclusié que els nombres na-
turals son propietats dels conjunts. L’arrel de
la diferéncia rau en el fet que tots tenim forca
intuicions basiques sobre els naturals, que pre-
cedeixen, de bon tros, les presentacions formals
que se'n fan. Unes intuicions analogues sobre
els reals no les tenim, perd si que les tenim pel
que fa a la continuitat, que és el concepte que
cal que s’expliqui. Aix0 ja sembla més clar,
perd, tanmateix 'statu quo ontoldgic dels nom-
bres reals es deixa una mica fosc.

Aquest capitol inclou una discussié sobre
propietats, una categoria intermédia que esta si-
tuada «en algun lloc entre els predicats —indi-
vidualitzats per la identitat de significats— i els
conjunts —individualitzats per la identitat dels
seus elements...» El capitol conclou amb reflexi-
ons sobre els nombres de Frege, que sén «collec-
cions que no sén conjunts» i sobre la distincié
entre conjunts i classes. Si bé aquestes idees no
son necessaries per al desenvolupament que fa
Maddy de la doctrina del realisme matematic.
s{ que sén rellevants de cara a les seves conside-
racions histériques sobre la teoria de conjunts
que es fa en el capitol segiient.

5. Els axiomes

L'axiomatitzacid i |'algebritzacié de les matema-
tiques, des de fa més de cinquanta anys, ha por-
tat a la illegibilitat d'una quantitat tan gran de
textos matematics que ja pesa sobre nosaltres
l'amenaca d'una pérdua total del contacte amb
la fisica i les ciéncies naturals. [V. . ARNOLD]

Totes aquestes argumentacions sobre els infi-
nits no sén res més que l'ambicié dels escolars
[THOMAS HOBBES]

El platonisme godelia es sustenta en dos
principis.  En el capitol 3, Maddy explora
el primer, que la realitat de les matemati-
ques elementals es justifica mitjancant la nos-
tra intuicié matematica. En el capitol 4 tracta
del segon: la justificacié dels axiomes menvs
intuitius pel seu poder explicatiu.

Abans d’atacar 'axiomatica, ella descriu
breument el problema matematic que va
conduir Cantor cap a la teoria de conjunts: la
descripcié del conjunt de punts de la recta en
qué una serie de Fourier no convergeix. Aixo
la va portar a estudiar la correspondéncia de
Cantor amb Dedekind i a les jerarquies te-
orico conjuntistes de Borel, Lebesgue, Baire.
Luzin i Suslin. Llegint-ho, veiem clarament
com els problemes matematics van menar cap
a 'axiomatica.

Després de preparar l'escenari historic,
Maddy comenca amb la controvérsia sobre
I’axioma de ’eleccié que va esclatar durant la
primera década d’aquest segle i ’enfoca des de
la perspectiva del platonisme de compromis:

La millor teoria de qué disposem per expli-
car el mén necessita l'aritmeética i 'analisi, 1
a les nostres millors teories aritmétiques i de




I'analisi els cal la teoria de conjunts incorporant-
hi, si més no, 'axioma d’eleccié dependent. Més
enlla d’aquest Quine/Putnanisme pur, el com-
promis platonista troba el tipus d’arguments
intra-matematics que Gédel anticipava.

Molts matematics justificaven 'axioma de
Ieleccié perqué les matematiques el neces-
sitaven i simplificava moltes demostracions.
Maddy ironitza amb el fet que Baire, Borel i Le-
besgue, fervents opositors del nou axioma, I’han
emprat de diverses formes, potser sense voler.
De tota manera el seu treball va deixar obert
el cami cap a l'argument d’indispensabilitat de
I’eleccié formulat per Zermelo.

L’enfurismat debat sobre la legitimitat de
'eleccié tenia a veure amb un conflicte entre
dues concepcions diferents de qué és un conjunt.
Per una banda hi havia l’aproximacié logi-
cista de Frege, fonamentada en Iextensié d’un
concepte i en la divisié d’un tot en grups com
a conseqiiéncia d’una regla del tipus que si-
gui. Per l'altra, 'aproximacié matematica de
Cantor, per mitja de la qual es formen nous
conjunts a partir d’altres ja existents d’acord
amb procediments definits, que culminen en
la jerarquia iterativa de conjunts de Zermelo.
En podem dir, respectivament, ’aproximacié
«del cim cap avall» i la «del fons cap amunt».
Baire, Borel i Lebesgue, desconfiats davant de
correspondéncies arbitraries entre conjunts, es
van decidir per I'aproximacié de baix cap a dalt
per analitzar les funcions.

Maddy cita un seguit de cartes entre aquests
tres matematics i el seu oponent, Hadamard.
L’any 1905, després que Zermelo va fer servir
I'axioma de I’eleccié per a demostrar el prin-
cipi de bona ordenacié, Lebesgue va escriure a
Hadamard:

La qiiestié ens porta a aquesta altra, que és sor-
prenentment nova: Es pot provar [erisiéncia
d’un objecte matematic sense definir-lo?... Crec
que només podem estructurar solidament [les
matematiques| st admetem que és del 1ot impos-
sible demostrar ezisiéncia d’un objecte sense
definir-lo.

Qui pot posar objeccions a aquest principi
tan raonable? Hadamard va poder! Tot i ad-
metre que Zermelo no tenia manera de realit-
zar l'aplicacié que es necessita per a una fun-
" cié d’eleccid, va insistir que el problema de
la seva determinacié efectiva és completament
diferent de la qiiestié de la seva existéncia:
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«L’existéencia... és un fet com qualsevol altre.»
Avui dia aquesta opinié de Hadamard s’ha fet
extensiva a una amplia majoria de matematics.

Seguidament en aquest capitol s’inclou una
discussié d’alguns problemes oberts de la te-
oria de conjunts, com és ara la hipotesi del
continu (que Cantor acceptava perd en canvi
Godel, no). Maddy examina el panorama que
ofereixen aquests problemes a algunes «teories
enfrontades», obtingudes afegint diversos nous
axiomes al sistema estandard.

Després d’una discussié bastant técnica
d’alld que és demostrable i sota quins axiomes,
hi ha un comentari prou interessant de per queé
el Realisme de Compromis ha portat l'autora
a «estar-se d’atribuir la qualitat d’intuitives»
a certes motivacions que van servir com a jus-
tificacié de l’axioma dels cardinals transfinits:
La raé, diu Maddy, és «perqué em sembla que
van més enlld del que es pot demanar de ma-
nera plausible a 1 a fonament neuroldgic subja-
cent...»

Després de fer una ullada a alguns dels nous
sistemes d’axiomes de la teoria de conjunts i
constatar que no poden pas ser tots correctes
perqué menen a determinacions oposades sobre
la hipotesis del continu, Maddy es colloca en la
tesitura de decidir quin d’ells és més versembla-
ble que sigui correcte. Tanmateix aquesta no és
pas una qiiestié que pugui concloure amb una
prova formal perque, de fet, el veritable proble-
ma és decidir en quins axiomes volem basar les
nostres demostracions. I, per altra banda. no
ens podem mantenir en la vella idea que només
acceptarem els axiomes que «es veuen com a
evidents», perqué fins i tot els axiomes accep-
tats de ZFE (teoria de conjunts de Zermelo-
Fraenkel amb 'axioma de ’eleccié) «no fruei-
xen d’aquest estatus»:

Es pot dir clarament que necessitemn un nou ba-
lang pel que fa al nostre coneixement dels axi-
omes 1 al paper dels arguments matematics no
demostratius per aportar evidéncies. ..

Per6 abans de poder respondre la pregunta de
quin candidat a axioma se sustenta millor amb
aquests arguments, hem d’aclarir la qiiestié pri-
oritaria de si aquests arguments tenen pes per
ells mateixos 1, si és aixi, per qué. Cal que expli-
quem com, per qué i fins a on podem fer servir
aquests arguments com a evidéncia per a la ve-
ritat de les nostres conclusions. Només llavors
podrem determinar quins d’entre aquests axio-
mes aporten una evidéncia més nitida.




En el darrer capitol es torna a plantejar
la defensa del realisme tedrico conjuntista, ci-
tant i contestant alguns atacts dels nominalistes
H. Field i C. Chiara i comparant el platonis-
me de l'autora amb el monisme, el fisicalisme i
Vestructuralisme. L’autora mostra que aques-
tes filosofies enfrontades comparteixen amb el
realisme matematic el problema d’avaluar les
reivindicacions de diferents sistemes d’axiomes
per métodes no demostratius.

Finalment ’autora incorpora un sumari ad-
mirablement clar i succint dels seus punts de
vista.

6. La veritat matematica

Jo crec que hi ha exactament 15, 747, 724, 136,
275, 002, 577, 605, 653, 961, 181, 555, 468,
044, 717, 914, 527, 116, 709, 366, 231, 425,
076, 185, 631, 031, 296 protons a l'univers | el
mateix nombre d'electrons. [Sir ARTHUR ED-
DINGTON]

Tothom pot esperar d’un libre del tipus
que comentem que miri de resoldre el proble-
ma de la veritat matematica: cada proposicié
matematica que es pugui formular ha de tenir
un valor de veritat? En cas afirmatiu, qué vol
dir que una proposicié matematica, per la qual
habitualment no existeix una demostracid, és
«certa»?

A no ser que d’alguna manera enllacem les
abstraccions matematiques al mén fisic, aques-
tes preguntes es poden respondre només com a
actes de fe. Pero per al realisme matematic, la
veritat matematica no ofereix especials proble-
mes: les matematiques es refereixen a coses que
«existeixen i sén com sén independentment de
la nostra capacitat per saber com sén». Una
proposicid matematica, per exemple sobre els
nombres reals, és o certa o falsa, i la nostra
feina és descobrir-ho —pero el fet que reeixim
o no en la nostra tasca no afecta pas el seu valor
de veritat. Una proposicié matematica és certa
sl 1 només si es correspon correctament amb la
realitat matematica, 1 aixo és tot el hi ha. No
és pas que el problema de la veritat matematica
no existeixi siné que ’hem de considerar com a
part d’una qiiestio filosofica més Amplia: quines
proposicions sén certes?

D’acord amb el realisme conjuntista podem
establir un fet en alguna matéria, per exemple
sobre la hipotesi del continu: o bé és certa o
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bé és falsa. Com que la intuicié no ens ajuda
gaire, la tasca del realista és cercar algun sis-
tema d’axiomes que porti a que sigui certa.

Tanmateix hi ha una altra consideracié que
no es planteja en aquest llibre. Una proposicié
que avui dia sembla plena de sentit pot ser que
esdevingui, gracies als avencos cientifics. impos-
sible de contestar en principi (i, doncs, cientifi-
cament sense sentit) o que es vegi que es basa
en suposicions falses sobre la realitat, o, sim-
plement, que sigui irrellevant. Si se segueix per
aquest cami, desapareixen tots els programes
de recerca.

Aixo ha passat sovint en moltes branques
de la ciéncia. Fa un segle la qiiestio més im-
portant en biologia era descobrir la natura de
la forca viva; en fisica, descobrir la natura de
I’éter. Certament també pot decaure propera-
ment el sentit de preguntar-se quina és la po-
sicié simultania i el moment d’un electré o bé
sobre esdeveniments simultanis en galaxies dis-
tants o bé intentar precisar el radi de l'electrd.
En un cert moment la ciéncia més avancada
deia que hi havia cinc planetes, després van ser
sis,... De vegades succeeix el contrari, com quan
I'obsoleta meravella de la transmutacié dels ele-
ments que cercaven els alquimistes va ser rea-
litzada per una reaccié radioactiva en cadena.

Quelcom similar ha succeit en matemati-
ques:

e Abans de Pitagores hi havia una veritat ma-
tematica que afirmava que qualsevol fraccié
és racional.

e S’ha canviat el valor de veritat que tenia el
cinqué postulat d’Euclides al llarg de molts
segles, atés que fins no fa gaire la geometria
no era simplement un estudi axiomatic. siné
la nostra millor descripcié cientifica de I’espai
fisic.

e Des de temps ben antics fins al segle xvi1 hi
havia enardides discussions sobre si una recta
es compon d’infinitesimals o d’indivisibles.

o El teorema de Godel va avortar el programa
de Hilbert encaminat a provar que les mate-
matiques eren completes i consistents.

o [Els infinitésims, desacreditats en matemati-
ques al llarg d'un segle, van renéixer gracies
a la invencid (o descobriment?) que va fer A.
Robinson de I'analisi no estandard.




Evidentment tothom és liure, si aixd el
reconforta, de creure en una proposicié que ac-
tualment s’ha demostrat cientificament o ma-
tematica que no és correcta; perd aquesta sera
una decisié privada, sense possibilitat (actual!)
de justificacid cientifica —quelcom semblant a
admetre com a veritable que «I’anima esta loca-
litzada a l'epifisi». Pero algi que vulgui comu-
nicar quelcom que creu que és cert ha de saber
explicar-ho. Si em dieu que és cert, tot i que
fins ara no s’hagi pogut demostrar, que per tot
n existeixen n! xifres 7 consecutives en el desen-
volupament decimal de 7, tot seguit m’haureu
d’explicar qué enteneu per «cert». A vegades
es donaven explicacions que es basaven en el
pensament de Déu; actualment queda molt més
elegant parlar d’ordinadors que funcionen eter-
nament.

Qué podria representar que, en alguna
época futura, la hipotesi del continu fos jutjada
com a sense sentit o irrellevant per la teoria
cientifica o matematica més avangada d’aquell
moment? Es dificil de contestar, perqué el fet
d’arribar al consens sobre aixd s’hauria de ba-
sar en nous coneixements que no podem albirar
encara. Perd podem inventar alguns guions:

a) Es descobreix un nou tipus inquietant
d’anomalia tedrico conjuntista que ens conveng
que per donar sentit als conjunts és absolu-
tament essencial alguna forma de constructi-
visme.

b) Els neurolegs i els psicolegs aconseguei-
xen comprendre tan bé els mecanismes de les
assemblees de céllules i del coneixement que po-
den demostrar cientificament que no és possible
que hi hagi cap activitat del sistema nerviés que
es correspongui amb un valor de veritat de la
hipotesi del continu.

c) Es formalitza un determinat tipus de jus-
tificacions d’alt nivell, teoriques o extrinseques
que ens arriben a convéncer que la hipotesi del
continu entra en conflicte amb els punts de vista
mes ampliament acceptats sobre la realitat ma-
tematica.

El meu guié preferit és b). Fins i tot en ab-
séncia d’aquests descobriments bioldgics, penso
que és altament probable que la nostra capa-
citat d’elaborar definicions matematiques ja ha
anat molt més enlla de les possibilitats de les
assemblees de céllules per a descobrir res de nou
sobre la hipotesi del continu.

Per al realista matematic, la veritat rela-
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tiva a les entitats matematiques és exactament
tan problematica com la veritat pel que fa als
objectes fisics —perd no més. Les actuals te-
ories matematiques, a l'igual que les teories fi-
siques, sén aproximadament correctes; perd no
hi ha cap raé per creure que sén infallibles o
que qualsevol giiestié que avui és significativa
dema encara ho sera.

7. Conclusions

No crec pas que les dificultats que la filosofia
troba avui en les matematiques classiques siguin
dificultats genuines; més aviat crec que les inter-
pretacions filosofiques de les matematiques que
oferim d'una banda i de I'altra sén totes errdnies,
i que una «interpretacié filosdfica» és justament
alld que les matematiques no necessiten [Hi-
LARY PUTNAM]

La professora Maddy presenta una enérgica
fonamentaci6 filosofica del fet que les matema-
tiques s’elaboren sobre coses reals, redactada
amb claredat des del punt de vista intuitiu per
als que treballen en matematiques. Accepta
Pargument de Quine/Putnam que, si més no.
algunes entitats matematiques sén reals per-
qué son indispensables per a la fisica i, alhora.
també considera la tesi de Godel en el sentit que
tenim una predisposicié envers la intuicié ma-
tematica, i la fa seva basant-se en mecanismes
neurologics, especulatius perd plausibles.

Des del seu punt de vista, tenim capaci-
tat per a percebre no solament els objectes fi-
sics individuals siné també conjunts d’aquests
objectes, i percebre’ls com a conjunts. Deter-
minats canvis en estructura neurologica ens
donen la possiblitat d’assolir intuicions sobre
conjunts i sobre les operacions elementals entre
ells, anélogues a les intuicions que podem tenir
sobre longituds i d’altres propietats fisiques dels
objectes. Els nombres cardinals no sén conjunts
siné propietats del conjunts. El cos dels nom-
bres reals és un muntatge elaborat per a expli-
car les intuicions que tenim sobre continuitat.

La intuicié no arribaria més enlla com a jus-
tificacié adequada del realisme matematic si no
ens endinséssim en les parts més teoriques de
la teoria de conjunts. En aquest punt necessi-
tem «arguments no demostratius» per tal de
Justificar axiomes rebuscats o bé per decidir-
nos entre dos sistemes d’axiomes: ens basarem
en l'evidéncia de la seva plausibilitat pel fet




d’arribar a conseqiiéncies demostrables. Maddy
acaba aixi:

El que he intentat és una modesta contribucié
a aquest projecte. El pas segiient, l'avaluacié
d’aquesta evidéncia, és una tasca descoratja-
dora, perd jo pretenc que la teoria de conjunts
realista s’enfronti a aquesta prova amb la com-

panyia distingida de pensadors que representen
una amplia gamma de filosofies matematiques
enfrontades, 'estructuralisme, el modalisme 1
una versié del nominalisme entre elles.

Recomano molt aquest llibre, seriés i provo-
catiu, sobre tot als matematics i a les matema-
tiques amb aficions filoséfiques.

Balaguer.

procurem.

Us deixem l’analisi a vosaltres, lectores 1 lectors.

Ens ha semblat que podiem cloure aquesta seccié de Llibres tot enllagant els dos articles. Transcrivim un
fragment de les CONCLUSIONS del llibre de Josep Pla pel qual 'IEC li va atorgar el Premi Ferran Sunyer i

Hem vist com certs resultats importants de la matematica actual ~—que sén indecidibles en el si de la
teoria de conjunts de Zermelo-Fraenkel, adhuc si hi afegim I'axioma de |'eleccid o la hipotesi general del
continu— admeten una resposta o bé una altra, segons quina sigui la ulierior teoria de conjunts que ens

Aixi doncs, hem vist de quina manera axiomes diferents ens procuren resultats oposats —o, si més no,
divergents— de certs problemes purament matematics que, en el si de la teoria usual de conjunts, restaven
com a gilestions obertes, De fet, hem establert la indecidibilitat, a Z.-F., d'aquestes giiestions

[JosEr Pra 1 CARRERA. Aziomes alternatius de la teoria de conjunts i llur influéncia en matemadtiques.
Premi Ferran Sunyer i Balaguer 1992. IEC. Barcelona, 1993]

Problemes

Problemes proposats

A26. Sigui n un enter positiu donat i consi-
derem f(z) = 2™ on ¢ = 1,2,3,... Els digits
de f(1), f(2),... es colloquen uns a continuacié
dels altres per a formar un decimal infinit que

anomenen Yn:

yn =0, (S(1)(FRNB)) -
Per exemple,
yz = 0,1491625364964 . ..
Quins valors de n fan que y, sigui racional?

A27. Dues circumferéncies sén tangents interi-
orment en el punt 7. Sigui AB una corda de
la circumferéncia exterior tangent a la circum-
feréncia interior en el punt P. Demostreu que
TP és la bisectriu de I'angle AT B.
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A28. (Proposat per Edgar Giieto de la FME
de la UPC) Proveu que per a qualssevol m,n
enters positius, existeixen r,(r > 3) nombres

enters positius m < a3 < ag < ... < a, tals que
1 1 1
n=-—4 —4- -+ —.
ay [#27) ar,

A29. (Proposat per Edgar Giieto de la FME
de la UPC) Si n és un enter positiu, definim

- [+ Bl ) )

on [z] denota la part entera de z. Trobeu els n
pels quals 7(n) + 1 =r(n+ 1).



